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Es seien Ai und ^g (Ahb. 1) zwei ebene, einem n-fach statisch 
unbestimmten Tragwerke angehörende Scheiben, die bei «i a^ gelenk- 
artig mit einander verbunden sind. Durch Lösung der Gelenk- 
verbindimg axO^ werde der Grad der statischen Unbestimmtheit auf 
n — 2 herabgesetzt, oder aber es werde — im Falle n^=2 — das 
Ti*agwerk in ein statisch bestimmtes verwandelt. Dann lassen sich 
die nach zwei festen Richtungen gebildeten Seitenkräfte Xa und Xb 
des Druckes, den die Scheiben ^j, A^ bei OiO^ auf einander aus- 
üben, als überzählige Kräfte einführen und in folgender Weise be- 
rechnen. 

Da.s durch Lösung der Gelenkverbindung a^ o^ erhaltene (n — 2)- 
fach statisch unbestimmte Fach werk wird nur mit den in ai, o^ an- 
greifenden Kräften Xo = — 1 belastet, \md für diesen Belastungs- 
zustand (kurz Zustand Xa = — 1 genannt) wird ein Verschiebungs- 
plan gezeichnet nach dem Williotschen Verfahren oder nach dem 
Stabzugverfahren oder mit Hülfe der elastischen Gewichte.*) Ein 
zweiter Verschiebungsplan wird sodann für den Zustand X^ = — 1 
aufgetragen, ein dritter für den Einflufs von Temperaturänderungen 
und endlich — falls vorgeschriebene Verrückungen der Widerlager 
berücksichtigt werden sollen — ein vierter Plan, der den Einflufs 
dieser Verrückungen angiebt 

Abb. 2 sei ein Theil des Verschiebungsplanes fiir den Zustand 
Xa = — L Die Strahlen Oa[ und Oa^ geben nach Gröfse, Richtimg 
und Sinn die Verrückungen der den Scheiben A^ und A^ angehören- 
den Punkte aj und og, welche sich infolge Aufhebung der Gelenk- 
verbindung aiOg unabhängig von einander bewegen, an; Strahl Om* 
stellt die Verrückung irgend eines I*unktes m des Tragwerks dar. 
Die Projectionen der Strecke oj o^ auf die Richtungen von Xa und Xi, 



*) Müller -Breslau, Graphische Statik der Bauconstructionen, 
Band ü, Abth. L §§ 1, 2 u. 3. 



d. s. die gegenseitigen Verschiebungen von 04 und a^ in den Rich- 
tungen von Xa und Xb, seien daa bezw. (fca; sie mögen positiv ge- 
zählt werden im Sinne der Ki'äfte Xa = — 1 und Xb = — 1. l)ie 
Projection von Om' auf eine beliebige Richtung rm sei dma. 

In dem Verschiebungsplane für ü = — 1 seien die Projectionen 
der Strecke aj a^ aul' die Richtungen von Xa = —l und Xb = — l 
gleich dab und dbb (wobei nach dem Maxwellschen Satze sich dab == dba 
ergeben mufs), und die Projection von Om' auf rm sei dmb' 

Im dritten der aufgeführten Pläne (Einflufs der Temperatur- 
ändenmgen) seien dat und dbt die Projectionen der Strecke ajo^j auf 
Xa = — l bezw. Xb = — 1, vmd in dem vierten Plane (Einflufs ge- 
gebener Venückungen der Stützpunkte) seien diese Projectionen 
gleich dato bezw. dbw- 





Abb. 2. 



Dann erzeugen Lasten P«, die in den Trägerpunkten m nach 
den Richtungen rm angreifen, im Verein mit den Temperatiu:- 
änderungen und Stützen verrückungen Kräfte Xa und Xb, die an die 
Gleichungen gebunden sind: 

1) rfa = ^ Pm^ma — ^a^aa — ^b^ba + ^at + ^ato^ 

2) db = SPmdmb — ^a^ab — ^b^bb + ^bt + ^bw^ 

wo da und db kleine Strecken bedeuten, um die sich die Pimkte Oi 
imd Oq infolge eines Spielramnes der Gelenkverbindung gegen einander 
im Siime der Kräfte X« = — 1 und Xb = — 1 verschieben mögen. 

Wählt man nun nach willkürlicher Annahme der Richtung von 
Xa die Richtung von Xb rechtwinkhg zur Strecke a'ioli des ersten 
Verschiebimgsplanes (worauf sich, falls genau gezeichnet wird, die 
Strecke a[ a.j des zweiten Verschiebungsplanes rechtwinklig zu Xa er- 
geben mufs), so ist dab = 0, und man erhält 



3) 



4) 



Oaa 

^ 2Pmdmb + ibt + ^bw — ^b 
Ab = ^ . 

Obb 



Wird durch Lösen der Gelenkverbindung der Grad der statischen 
Unbestimmtheit des Tragwerks nur um 1 herabgesetzt, so tritt am 
Gelenke niu: eine überzählige Kraft Xa auf, deren Berechnung nach 
Gleichung 3) erfolgt. 

1. Beispiel. Ks soll (lau in Abb. 3 dargestellte symmetrische 
'A-Jigwerk untersucht werden; es besteht (wie die Träger der Mirabeau- 
Brücke) aui* einem Dreigelenkbogen mit seitlichen Auslegern, deren 



"'^^^^^^'^^'^'^^^^^ Abb. 4. 




Abb. 3. 



Abb. 5. 



Endpunkte in wagerechten Geraden geführt werden. Die Kämpfer- 
gelenke mögen mii e unterhalb der Bogenaclise liegen. Aus der 
Symmetrie folgt ohne weiteres, dafs zu einem wagerechten Xa ein 
senkrechtes Xb gehört. Gesucht seien die Einllufslinien für Xa und 
X6. Die Lasten Pm seien senkrecht, dmn und dmb sind dann die 
Ordinaten der Biegungslinien lür die Zustände Xa = — 1 und 
Xb = — 1. Den ersteren Zustand zeigt Abb. 4. Wegen der Sym- 
metrie genügt die l'ntersuchimg der einen Hälfte des Tragwerks. 
Am linksseitigen Widerlager C nift X« = — 1 <len abwärts gericli- 
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« 4- /" 
teten Stützenwiderstand 1 j hervor, und es ist deshalb das 

*i 

Biegungsmoment für einen Querschnitt im Abstände x von C: 

Im Abstände x vom Scheitelgelenk entsteht 

-Ma = — 1 . y. 

Die sehraftirte Fläche ASBGA darf deshalb als die Momentenfläche 
aufgefafst werden. Bedeutet J^ das Trägheitsmoment des Querschnitts 
an der Stelle rc, und macht man die bei der Berechnung voUwandiger 
Bogenträger übliclie und zulässige Annahme, dafs der veränderliche 

ds 
Werth JL.-, durch einen festen Mittel werth J^ einsetzt werden darf, 
^dx « ' 

so ist die Biegungslinie — unter der stets zulässigen Vernachlä.ssi- 
gimg dos Einflusses der Längskräfte N — das zur Momentenfläche 
als Bela,stimgsfläche mit der Polweite EJ^ gezeichnete Seilpolygon. 
Ersetzt man die Pol weit« EJ^ durch eine beliebig grofse Pol weite J^, 
so erliält man 






wo f^a die dem Punkte t» ent^prochende Ordinate der Seillinie be- 
deutet. Die Verseil iebung rfaa wird im voriiegeuden Falle am schnell- 
sten mittels der Gleichuny: 



'^-=/^x'+/ 



Nlds 



EF, 



X 



gefunden. ])ie Längskraft Na braucht man nur annähernd in der 
Weise zu berücksichtigen, dafs man für die Seitenöifnung Na = und 
für die Mittelöftnung JVa = 1 (nämlich gleich der im Scheitel an- 
greifenden wagerechten Belastung) setzt, denn dieses Glied ist nur 
bei sehr flachen Bögen von wes(?ntlichem Eiuflufs auf X«. Man er- 
hält dann für die beiden Hälften des Tragwerks zusammen: 

U 

= 2(f+ 6)2^1 dx + 2jy^dx + ^p% 





1^ 



wo © das auf die x- Achse bezogene statische Moment der Fläche J.<Sf2>^ 
ist, die von der Bogenachse AS^ der Senkrechten durch A und von 



der aj-Achse begrenzt wird. Ist die Bogenachse eine Parabel mit cier 
Gleichung 2 



y^dx «= ^-^ und 



so 



Damit ist 






für jede Lage der Last Pm bestimmt. 

Den Belastimgszustand Xb = — 1 zeigt die Abb. 5. Die Momenten- 
fläche für die linke Hälfte des Trägers ist ein Dreieck von der Höhe 
— 1 . Ig, für die rechte Hälfte ein solches von der Höhe + 1.1,. Nach 
Aufzeichnung der zugehörigen Seillinien findet man mit tlen in die 
Abb. 5 eingetragenen Bezeichnungen ly^ und c: 



^h = ^m -J- = Pm 



^mb ^p Vb 

^bb ^ C ' 

Dieses Ergebnifs ist mithin unabhängig von der gewählten Pol- 
weite. Durch Rechnung ündet man 

EJc df,t = 2 jMldx + 2 jMldx, 



wobei das Moment infolge Xi = — 1 : 

für die Seitenöffnung Mj, = zp IjX^ 

n 

j, „ Mittelöffnung Jfj = qp 1 . ip. 
Es ergiebt sich daher: 

7) JEJcdM = l-nh + lii=ln(.it+it). 

Wird das ganze Tragwerk gleiclunäfsig um t° Cels. erwärmt und 
ist tlie Ausdehnungszifter für l°Cels. gleich f, so wachsen die in 
Abb. G mit «1, s^^ s^ bezeichneten iJingen der Strecken ÄC, CS, SÄ um 

Nun läfst sich die Strecke ^ dah ^'^ ^^ sich das Scheitelgelenk 

der linken Trägerhälfte infolge der Erwännung verschiebt, mit Hülfe 
eines Williotschen Planes (Abb. 7) wie folgt ermitteln. 
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Von dem Pole aus wird 0\= Js^ aufgetragen, in 1 auf Ja^ 
ein Loth errichtet und mit der_Wagerechten durch in C zum 
Schnitt gebracht. Die Strecke OC stellt dann die Verschiebung des 
Punktes C dar. Trägt man nun in C und die Strecken 0*^2 = ^8^ 
und Ü3 = ^«3 an und errichtet auf ihnen in den Endpunkten Lothe, 
so schneiden sich diese in dem zum Punkte iS gehörigen Punkte iS' 
des Verschiebungsplanes. Der Abstand des Punktes S' von der 



1 



Senkrechten durch ist = -^ dat 



z/«i ^/«a ^82 



Da nun ^^-^- = "^— = ^^^^ = £* 

Pl 8^ «8 

ist, so kann man Oat auch wie folgt ennitteln. Man errichtet auf CA 
das Loth CC bis zur Wagerechten durch Ä, macht C S"^=^8^, yro- 
hei CS" WCS, und er- 
richtet in S" und S 
auf 0'5" und ÄS 
Lothe, die sich in S' 
schneiden. Ist dann d 
der Abstand des Punk- 
tes S von der Senk- 
rechten durch Ay so ^'^ 
ergiebt sich 

Der Einflufs der Temperaturändemng auf Xa ist nun 

8) Xat = l-:r~ ' 

Oaa 

Saa wu"d mittels Gleichung 5) oder B) berechnet Bei gleichmäfsiger 

Erwärmung ist (J'^^=0, also auch X5^ = 0. 




Abb. (). 



Abb. 7. 



Die zur Ennittlung der Einflufs- 
linien dienenden Seillinien lassen sich 
häufig schnell berechnen, sobald sich 
nämlich die Belastungsflächen aus Recht- 
ecken, Dreiecken und Parabelflächen 
zusammensetzen. Ist die Belastungs- 
fläche eines einfachen Balkens ein Recht- 
eck von der Höhe z (Abb. 8), so erhält 
man hn Abstände x vom linken Auf- 
lager das Biegimgsmoment (welches ja 
für die Polweite ^ = 1 mit der Or- 
dinate der Seillinie übereinstimmt) 



^--r.^.. 



M^ 



_ zx(l — x) _ bI 



= ^-ö) 



Rt 



wo 



«Ä = 



X 
l 



X' 



|i"iiii(i'l i.iHlii' ülj kg Ahh. 8. 



l^i^^riq l^ Abb. 9. 



Abb. 10. 



Abb. 11. 



Abb. 12. 



Abb. 13. 



l 



eine von 2 unabhängige Zahl bedeutet. 

Der Dreiecksbeiast Uli «f in .Vbb. \) 
entspricht: 



'e 




Abb. 14. 
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,, ^/ XXX zV 

^= 6 ' - ''T ■ 2 • 3 = T*"*' '*■*"■'" 

Für die Dreiecksbelastung in Abb. 10 setzen wir 

Für die Parabel-Belastung in Abb. 11 ist, mit «» = JBf^, 

•mg- JSv XXX ßv 

X x^ 

Für die Parabel -Belastung in Abb. 12 setzen wir 

«'j>X2 

Für die symmetrische Parabel -Belastimg in Abb. 13 ergiebt sich 



mit ;r« = 4 — H« — - 






^=f[(f-¥)^-(f-^)]-'T. 



wo 



Theilt man nun die Stützweite in 2() gleiche Theile (in der Regel 
werden schon 10 Theile gentigen), so findet man die in der folgenden 
Tabelle zusammengestellten Zahlen (o. Die Tabelle giebt auch die 
Neigungswinkel a und a' der an die Momentenlinie bei x = und 
x^=l gelegten Tangenten an (Abb. 14); es ist tg a gleich dem linken 
und tg a' gleich dem rechten Stützen widerstände. 

Die Benutzung der Zahlen m möge durch ein Beispiel erläutert 
werden. Es sei für den Bogenträger in Abb. 3: . 

ij = 20 m, /g = 30 m, /*= 7,5 m, c = 0,7 m. J" = 0,25 ni^, 

mithin für den Fall einer parabolischen Bogenachse nach Gleichung 6) : 

EJcdaa = 3 (7,5 + 0,7)« + 1^7,5» . 30 + 2 . ^ . 30 = 1586,5 

und nach Gleichung 7): 

EJcäbh = 1-30» (20 -f 30) = 30000. 
o 
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r^' 


4 




^' 




fi 


1^ 


\ 


X 

l 




«D 


«' 

^D 


^p 


«P 


«; 


0,05 


0,0475 


0,0499 • 


0,0926 


0,0500 


0,1355 


0,0498 


0,10 


0,0900 


0,0990 


0,1710 


0,0999 


0,2439 


0,0981 


0,15 


0,1275 


0,1466 


0,2359 


0,1495 


0,3280 


0,1438 


0,20 


0,1600 


0,1920 


0,2880 


0,1984 


0,3904 


0,1856 


0,25 


0,1875 


0,2344 


. 0,3281 


0,2461 


0,4336 


0,2227 


0,30 


0,2100 


0,2730 


0,3570 


0,2919 


0,4599 


0,2541 


0,35 


0,2275 


0,3071 


0,3754 


0,3350 


0,4715 


0,2793 


0,40 


0,2400 


0,3360 


0,3840 


0,3744 


0,4704 


0,2976 


0,45 


0,2475 


0,3589 


0,3836 


0,4090 


0,4585 


0,3089 


0,50 


0,2500 


0,3750 


0,3750 


0,4375 


0,4375 


0,3125 


0,55 


0,2475 


0,3836 


0,3589 


0,4585 


0,4090 


0,3089 


0,60 


0,2400 


0,3840 


0,3360 


0,4704 


0,3744 


0,2976 


0,65 


0,2275 


0,3754 


0,3071 


0,4715 


0,3350 


0,2793 


0,70 


0,2100 


0,3570 


0,2730 


0,4599 


0,2919 


0,2541 


0,75 ' 


0,1875 


0,3281 


0,2344 


0,4336 


0,2461 


0,2227 


0,80 


0,1600 


0,2880 


0,1920 


0,3904 


0,1984 


0,1856 


0,85 


0,1275 


0,2359 


0,1466 


0,3280 


0,1495 


0,1438 


0,90 


' 0,0900 


0,1710 


0,0990 


0,2439 


0,0999 


0,0981 


0,95 


1 0,0475 


0,0926 


0,0499 


0,1355 


0,0500 


0,0498 




zP 


zP 


, zP 


zP 


. eP 


uZP 


M = 

1 


1 


^^D'^' 


^/>6- 


«i> 12" 


"i>"l2- 


«i>-3 




1 

1 


1 , 


1 , 


1 , 


1 , 


1 , 


1 , 




tg a = 


1 "2*' 


6^' 


y^^ 


rs" 


-6*' 


3'* 



tga' = 



zl 



3 



zl 



6 



zl 



>el 



12 



zl 



3 



zl 



Die Belastungsfläche der für den Zustand Xa=^ — 1 
nenden Seillinie (Abi). 4) besteht aus einem Dreieck von 
Zl =/"+ e = 8,2 m und einer Parabelfläche von der Höhe z^ = 
l3ividirt man die Ordinaten dieser Seillinie durch EJcdaa^ 
man die P^influfslinie für Xa. Diese Xa- Linie hat also 
Seitenöffhung die Gleichung: 



zu zeich- 
der Höhe 
f= 7,5 m. 
so erhält 
über der 



(Od 



J^Jl 



7a = 



6 



8,2 .202 



c^^aa 6 • 1586,5 

7« = — 0,345 w^; 
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sie läfst sich nunmehr mittels der Tabelle sclmell berechnen. Die 
(Jrdinate ^ao im Seheitel ist: 



c^aa -^^c^aa 



Man erwäge nämlich, dafs unsere Seillinien Biegimgsiinien vor- 
stellen, die in verzeniem Mafsstabe aufgetragen sind, und dafs man 
daher tg a durch a ersetzen darf; femer beachte mau, dafs die 
Ordinate ly« ^^^ Seillinie der MittelöfTnimg als das Moment eines ein- 
fachen Balkens von der Stützweite I2 gedeutet werden darf. 

Es ergiebt sich 

1 , , 1 , 8,2 . 20 , 7,5 . 30 
_ -3 ^^^^+6^^^ _ ~3"~ + — 6"- _ ^ „ .. 

'«"~ EJcdaa ■" 1586,5 - l'^43' 

und man erhält die Ordinalen ^' des Zweiges ÄS der Xa- Linie, in- 
dem man von der Geraden ÄS aus die 

'« = EJ^a = "I2n586;5- = ^'^^^""^ 

aufträgt. 

Bei Berechnung der Xa -Linie kommen nur Dreiecksflächen, deren 
Höhe iJ = ij ist, in Betracht. Man erhält über der Seitenöffnung; 

und über der Mittelöffming im Abstände x vom Scheitel 






«D 



Die Gerade Jl'Ä' aber ist bestimmt durch 17^^ = 0,5. 

2. Beispiel. Ein Balken auf vier Stützen, der in der Mittelöffnung 
ein Gelenk besitzt (Abb. 15), ist einfach statisch unbestimmt Am 
Gelenk tritt nur die überzählige senkrechte Kraft Xb auf. Die 
Momentenfläche für Xft = — 1 (Abb. 16) ist durch die Stützen- 
momente (— 1 . Zj) und (+ 1 • ^) bestimmt. Die zu dieser Belastungs- 
fläcbe gehörige Seillinie ist in der Abb. 17 so aufgetragen worden. 
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dafs sich die zu den Balkentheilen I2 und /^ gehörenden Zweige stetig 
an einander fügen. Der Kräftemafostab sei dbb = l- Dann ist die 
schraflirte Fläche die Einflufefläche für Xb<, und aus dieser Fläche 
lassen sich, da der Träger einfach statisch unbestimmt ist, alle 
übrigen Einflufsflä^hen mittels Ziehen gerader Linien herleiten. So 
ist z. B. das Biegungsmoment für einen um x vom Gelenk entfernten 
Querschnitt F (Abb. 18) des Theiles l^ infolge von Lasten, die aufser- 
halb der Strecke x angreifen: 

M 

M= XbX^ woraus — = X^j 

sc 

M 
sodafs auGserhalb der Strecke x die Ü- Fläche als Fläche auf- 

X 

gefafst werden darf. Liegt P= 1 innerhalb der Strecke a?, so entsteht: 

M= XhX — 1.5, also — =^ Xh — 1 — = — 17, 

wo fl der senkrechte Abstand der X6- Linie von der Geraden FC, 
Die in der Abb. 18 schraflirte Fläche ist demnach die EinfluTsfläche 
für M:x) sie liefert 

M = x2Pfi. 

Ebenso läfst sich nachweisen: Es ist die schraflirte Fläche 
in Abb. 19 die Einflufsfläche für die Querkrafb Q des Quer- 
schnittes F des Theiles l^^ 
in Abb. 20 die Einflufsfläche tür den Gegendruck A der linken 

Endstütze, 
in Abb. 21 die Einflufsfläche für Mix für den Querschnitt F 

des Theiles ^, 
in Abb. 22 die Einflufsfläche für die Querkraft Q des Quer- 
schnittes F des Theiles ^. 
Für die drei letzten Abbildungen ist der Kräfbemafsstab « = 1. 
Diese einfachen Ergebnisse lassen sich auch für das in Abb. 3 
dargestellte, im ersten Beispiele behandelt« Tragwerk verwertlien. 
Ist nämlich das Biegungsmoment für einen Querschnitt G der Mittel- 
öftnimg =M' und bezeichnet M das Biegungsmoment für den Fall 
Xfl = (d. i. also das Moment für den gleich gelegenen Querschnitt 
eines Balkens mit Mittelgelenk), so ist 

X X ^ x' 

Die 3f:a;- Fläche wird aus der Xi- Linie auf die beschriebene 
Weise hergeleitet, mid ihre Ordinaten iy werden um die mit y : f 
multiplicirten Ordinaten der Xa- Linie vergrofsert. Die Ausführimg 
der Multiplication erfolgt in bekannter Weise mit Hülfe eine.s Winkels, 
dessen sinus =y:f ist. 

Zwischen den Auflagerwiderständen A des Balkens mit Mittel- 
gelenk und A' des Bogens besteht die zur Darstellung der A'-Fläche 

führende Beziehung A'^^A + Xn ^f- . Aus der A'-Fläche lälßt sich 

h 
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^ 



ir-t 



ir-t 



v-i 




^ Abb. 15. 



Abb. 16. 



Abb. 17. 



Abb. 18. 



Abb. 19. 



Abb. 20. 



Abb. 21, 



Q'FBelw 



Abb. 22. 



die Jlf'.-a;- Fläche mittals Ziehen einer Geraden genan in derselben 
Weise herleiten wie die Jlf :a:-Fläche aus der jl-Fläche. 

3. Beispiel. Ein 
auf 5 Stfiteen ruhen- 
der Baiken wird über 
der Mittelöflmung 
durch ein Gelenk C 
imterbrochen. Ge- 
sucht sei die Biniltif»- 
linie für die Quer- 
kraft Xi bei C. 

Dio Monienten- 
lläche flir denZustand 
Xt^ — 1 ist bestimmt 
durch die Stützen- 
momente (— I .ij) und Abb. 33. 
(+ 1 . l^) und durcii 

die Fixpunkte L und B, deren Constnicti<m wohl allgemein be- 
kannt .sein dürfte. Durch Rediniing findet man L und B mittels der 
Gleichungen: 

0:l = i,:2ft + « «.■:l' = ;,;2(/, + «. 

Nach Zeichnung der zugehörigen Seillinie erhält man 



U. 
Die aiD Anfang des Abschnittti 1 unserer Abhandlung mitgetheilte 

Berechnungsweise der Gi;lenkdrückeZ„ undXj ist ein Sonderfall des 
Tom Verfasser im Jahrgange 1889 des Centralblatts der liauverwaltung 
entwickelten Verfahrens zur Auflösung der Eiasticitätsgleichungen 
eines n-fach statisch unbestimmten Fachwerks: 

I CI. = JP.J„- X.<r„- Xi*^- ... - X,I>.. + (I„ + I>„ 

und besteht darin, <lie (.iröfscn X so zu waliien, dafs diejcnigeu Bei- 
werthe der X in den Gleichungen 1) verschwinden, die einen aus 
zwei ungleichen Buchstaben gebildeten Zeiger haben, d. s. Jg^, 3,,^ . . . 
ötc- ^bd ■ ■ ■ 1^*'^ hat zur Fol(j;e, dafs in Jeder Gleichung nur eine 
Unbeknimtc X vorkomnit, dafs man also erhält: 

I ^ ^ ^f^J^ + J^ + J«.- ^ 

Ab — . — usw. 

Obb 
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Die Anwendung dieses Verfahrens, welches in sehr vielen Fällen 
sowohl die zeichnerische als auch die rechnerische Ermittlung der 
Gröfsen X erheblich vereinfacht, erfordert indessen bei höherem Grade 
statischer Unbestimmtheit eine gewisse Uebung in der Darstellimg 
der Geschwindigkeitszustände zwangläufiger kinematischer Ketten 
und auch eine gewisse Erfindungsgabe, sobald für die gerade vor- 
liegende Aufgabe eine recht einfache Lösung verlangt wird, sodafs 
häufig die rechnerische Behandlung der Gleichimgen 1) den Vorzug 
verdienen wird. Man wird dann oft den nachstehend beschriebenen 
Weg mit Vortheil einschlagen. 

Die Beiwerthe der Gröfsen X werden zweckmälsig durch llech- 
nimg bestimmt, beispiebweise für ein theils fachwerkartig theils voll- 
wandig ausgebUdetes ebenes Tragwerk mit Hülfe der Gleichungen: 






Nkds 



EF ' 

wo 5j- = Spannkraft in einem Fachwerkstabe infolge von X,- = — 1 

M^ und N^ = Biegungsmoment bezw. Längskraft infolge X^= — \ 
für einen Querschnitt des voUwandigen Theiles, 

JSf^ und Nj^ desgl. infolge Xj^ = — 1. 

Sodann werden die Gleichimgen 1) aufgelöst und der Einflufs 
einer Einzeilast P^=sl auf die Gröfsen X in der Form dargestellt: 

Diese Gleichung sagt nun aus: 

Die Einflufslinie für X; ist die Biegungslinie des 
gleichzeitig von den Belastungen X«« — aüij^6 = ~«t6' 
. . . X^ = — cc{f^ angegriffenen statisch, bestimmten 
Ilauptsystems. 
Will man die Gleichungen 1) nur über Je der n- Gröfsen X aus- 
dehnen, so tritt an die Stelle des statisch bestimmten ein (n — fc)-fach 
statisch unbestimmtes Hauptsystem. Zu statisch unbestimmten Haupt- 
systemen eignen sich besonders der auf mehreren Stützen ruhende 
Balken (s. Abschnitt I, Beispiel 'S) und der Bogenträger mit zwei Ge- 
lenken, weil sich die Biegungslinien dieser Tragwerke leicht darstellen 
lassen. 

Als Beispiel wählen wir den in Abb. 24 dargestellten dreifach 
statisch unbestimmten Brückenträger, der sich von dem im Ab- 
schnitt I, Beispiel 1, behandelten nur dadurch unterscheidet, dafs 
das Scheitelgelenk fehlt. Ueber der MittelöflEnung bilde die Bogen- 
achse eine Parabel mit dem Pfeil f; ihre Gleichung lautet 

y - —ii 

Als statisch nicht bestimmbare Gröfsen führen wir die Stützen- 
widerstände X^, X^, X^ ein. Die Widerlager seien starr; es sei also 
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4 = 0, dB = 0,dc = 0,dato = 0,S^ = 0,dcu, = 0. DerTräger 
sei symmetrisch, also; dcc = ^aa ^^^ ^ob = ^ab' 

Beachtet man noch, dafs stets d'5^ = {J^, dca = ^ac ^*'» ^® 
nehmen die Elasticitätsgleichungen die doppelt-s}'mmetrische Form an: 



I <^wi Xa + ^ab ^b '\r^ac^o= ^ Pm^ma + ^ai 
\ rfoft ^a + ^bb ^b + ^ab ^c = ^ Pm^nUf + ^bt 
\ ^ac ^a + ^'afi ^ + ^aa ^e = ^ Pm^mc + ^ct 



und hieraus ergiebt sich der Einflufs von P=l auf die Gröfse X: 

6) I Xft = «oft^W + «66 <^fii6 + Ciab^mc 

\ Xc = CCao ^ma + «o6 ^«6 + «oa^^mc- 




> Abb. 24. 



Abb. 25. 



Abb. 26. 



^.„/jt-a;> > 



^.r«__ Ji Abb. 27. 



Den Einflufs der Temperaturänderungen erhält man, wenn man 
^ma^ ^mb^ ^me ersetzt durch d^, dtu c^;^ 

Die Nennerdeterminante der Gleichungen 5) lautet: 



J = d. 



^bb^db 
^ab^aa 



-d 



ab 



^ab^ac 
^ab^aa 



+ rfac 



dab^ac 



^bb^ab 
= ^aa (^bb^aa — ^b) — ^ab^ab i^aa — ^ac) + ^ac {^ — ^bb^ac) 

= (rf«c - doa) [2rf|6 - ^66 {<ica + <faa)]. 
mithin ist: 



^ 



7) 



a 



tui 
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^bb^aa — ^ab 



^aö (ßaa — ^ ac) ^ab 

^b — ^bb^t 






*ae 



«66 = 






rfStt — ^c ^aa-{- ^ac 



J J 2d26 — <^66 (^ca + ^aa) ' 

Bei der Ausrechnung der a machen wir (wie im 1. Beispiel, Ab- 
schnitt I) die Annahme 

Infolge X„ = ~ 1 (Abb. 25) entsteht in den Bogenstücken CA, 
AB, BD beziehungsweise: 

N^g ist unwesentlich. 

X^ = — 1 erzeugt (Abb. 20): 

ilf6 = 0; Mi = l(e + y)', 34 = 0. 

Nf, = 0; Ni,= l (angenähert); Nt = 0. 

Xg = — 1 erzeugt (Abb. 27): 

l /p 

Nc ist unwesentlich. 
Man erhält nun: 

h l 

EJo 6aa ^JMldx =jx^dx + j^p^dx = ^ ^-'^~ 

U 

/ 
EJ,dab=^fMaM,dx==^-fh~(e + y)dx = -^lj{^ + ^) 



l 
EJcSac^fMaMcdx = +ß^x(il-x)dx = ^^ 



■f 



inf'+if'+''+T)>- 
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Es möge sein: ^ = 20 m, i = 60 in, « = 0,7 m, /*= 7,5 m, 4? = 



0,25 m^. Dann ergiebt sich: 

^,. 32000 

±^JcOaa= ^ 

JEJ^rfae = 4000; 
EJc (dca — daa) = - 



JB:Jc4j = — 3420; 

J5?Je(r66 = 2264,4. 
20000 



EJc [2dlt - dti, (Sca + iaa)] = - 9 818 400. 

20 000 



a 



12 457 200 



a 



aa 



^ah = 



20 000 
3 

3420 



.9 818 400 



. 9 818 400. 

1868,58 
' 9 818 40Ö 



für EJc= r) 



« 



9 818 400 
2 638 800 



ac 



20 000 



.9 818 400 



395,82 
9 818 400 



"*^~ 3 • 9 818 400* 

Die Einllufslinie für Xj ist nunmehr Biegungslinie für den in 
Abb. 28 dargestellten Belastungszustand: 

^a= «a*5 Xfc = — a^ft, Xc = — a^ft. 
Die Momenten- 
fläche besteht aus 
einem Trapez von 
der Höhe — cca^lu 
aus einem Rechtecke 
von der Höhe + ^bb€ 
und aus einer Pa- 
rabelfläche , deren 
Pfeilhöhe =+«66/" 
ist. Betrachtet . man 
diese Momenten- 
fläche als Belastungs- 
fläche und zeichnet 
man die zugehörige 




:P^ 2 Z 4 5 6 7 B 9 





D' 



Abb. 28. 



•) Der Einflufs der Lasten P auf die Gröfeen X ist unabhängig 
von dem Festwerthe EJ^', es darf also EJc beliebig gi-ofs an- 
genommen werden, am einfachsten = 1. 
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Seillinie (Polweite EJf, = 1), so stellt diese die gesuchte Biegungs- 
linie dar. Sind die Werthe a richtig gerechnet worden, so müssen 
die Punkte C\ A\ B\ D' der Seillinie in einer Geraden liegen. Mit 
Hülfe der im Abschnitt I eingefülirten Zalden co lassen sich die Ordi- 
naten der Seillinie leicht berechnen. An der Stelle x des Auslegers li 
erhält man, da die BelastungsfUiche für den Theil ^ ein Dreieck von 
der Höhe z^^-cCabli ist, 

und für eine Last, die über der Strecke l steht: 

fl = 13,444 «p— 10,658 «jj. 

Theilt man z. H. die Mittelöffnung in zehn Tlieilo, so gehören zu 
dem dritten Theilpuukte die M'erthe 0)^ = 0,2541 und ft)jj =0,2100 
und 1^ = 1,178. 

Die Einllufslinie für X^ ist Biegungslinie für den Zustand: 

Xß = — aaa'i ^b = — "abl ^c == — ^ac- 

Die Momenteufläche für diesen Belastungsfall zeigt A])b. 29; die 

zugehörige Seillinie 
(Polweite EJc = 1) 
P«* mufs an der Stelle G 
die Ordinate CG" 
^ 1 haben, sodann 
mufs die durch die 
Punkte A' und B' 
gelegte Schlufslinie 
auch durch den 
Punkt D' gehen. 
\^' Durch Rechnung be- 
stimmt man die Or- 
dinaten der X^-Linie, 
indem man von der 
Geraden G" A' aus 
die Strecken 




A])l). 29. 



V — 



0) 



CCaJl 



D 



= - 0,254 ft)^ 



aufträgt. Zwischen den Grenzen A' und B' gilt die Gleichung: 

cc bß^ l^ i* 

^ = 3,142ft);— 6,412«^+ 1,800«^. 
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Zwischen B' und D' erhält man im Abstände x von D: 



V = 



O), 



= — 0,054«^. 



Wird das statisch bestimmte Hauptsystem gleichmäfsig um t® 
erwärmt, so gehen die Abmessungen / imd /, über in l-{-€tl bezw. 
fi+etfi und man erhält: 

^at = dct = — €t (fi + e); dbt = + «^^• 

Der EinfluTs einer gleichmäfsigen Erwärmung auf die statisch 
nicht bestimmbaren Gröfsen ist miöiin: 

Xf, = EJc (cCab^at + CCbb ^bt + CCab^ct)^ 
WO Uaat ccaby ocid^ a^c <iie fiir EJ^ = 1 berechneten Coef&cienten sind. 
Ist z.B. e7c = 38OOO0O cm*, JS7 = 2000000 kg/cm», « = 0,000012, 
also € EJc = 91 200 000 kg . cm^ = 9,12 t . m», 

so erhält man fiir /j + c = 7 m und / = 60 m 

« 9,12 (1868.58 . 7 + 3420 . CO — 395,82 .7) _ . ^ ^ 
A,_ 9^fl8T0"5 = 6,2t = A, 



und auf gleiche Weise 



Xä = 27.1 t. 




Abb. :J0. 



i Abb. 31. 



Abb. 32. 



J^Um 



Senken sidi die Stützpimkte C und B um da bezw. de und geht 
l über in I + ^6? »^<^ ändern .sich X^, Xj, X^ um 

Xa = — EJc {pCaa^a + «aft^ft + «ac^c) 
Xft = — -EJc (aoft^fa + ^bb^b + «oÄ^^c) 
Xo = — EJc (cCac da + «oft^^A 'V ^aa^c)* 

Es möge noch die Eiullufslinie für X^ in der Weise abgeleitet 
werden, dals ein zweifach statisch unbestimmtos Haui)tsysteiii (Balken 
auf vier Stützen) eingeführt wird. Es ergiebt sich dann 

ämb 
hb 



A6 — Pm * 
0/ 



21_ 

und die Xr -Linie ist Biegiingslinie für den Zustand Xr = — ^ . 

Obb 

Dabei nelinien wir wieder EJ^ = 1 an, da EJ^ ohne Einflufs auf X^ 
ist. Den Bclastungszustand X^= — 1 zeiget Abb. 30; die schraffirte 
Fläche ist die Mouiontenfläche für den cinfaclien Balken AB-, ihr 
statisches Moment m Bezug auf die Senkrechte durch A ist 

e -{- -^f\ . . Die Strecke m stellt das Stützenmoment dar; m er- 

giebt sich aus der Clapeyronsclien Gleichung 



Nun ist: 



(3e + n )l_ 61>3 
2li-\-3l ~ 11 



(Tm = fjUldx + ^5 i 





_ 81001,8 

- -ll«"' 

Die BelastungslLäche, deren Seillinie die X^-Linie ist, zeigt Abb. 31. 
Man erhält: 

_m __^1.3- 11 . _^T ^ — _ (51,3— 11 .0,7) 11 
^^~dbh~ 81 00T,8 ' ^^ "~ "~d66 "~ 81001,8 

/• 7,5.11« 



s 



8 



d^ö 81001,8 



und findet numnehr die Ordmaten der X^-J^inie 

„ l: i^ = ft)p-* — [-(öjj ^— = I3,444(öp — 10,658 cöjj. 
Es sind dies dieselben \\''erthe, die wir Müier erhielten. 
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